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Vkladani a vyhledavani zaznam

Algoritmus hesovani s linedrnim pfidavanim pracuje s heSovaci funkci i a
tabulku s M adresovatelymi pozicemi. Pti pifstupu do tabulky (vkladani, vy-
hleddvéni, mazan{ klice) nejprve pouzije heSovaci funkci k urceni pocdtecniho
indexu, na kterém by se dany kli¢ mohl nachazet a v ptipadé neuspéchu zacne
tabulkou cyklicky prochézet ve snaze nalézt zadany kli¢c na ostatnich pozicich.

Cilem tohoto referdtu je odhadnout prumérny pocet testu (piistupu do ta-
bulky) pottebnych v netispésném piipadé vyhleddvéni zadaného klice K.

Piedpoklady

Jednotlivé polozky tabulky budeme znacit TABLE[i], pro 0 < i < M, a
budou dvojtho typu — prdzdné a obsazené. Obsazené polozky tabulky obsahuji
kli¢c KEY[i] a ptipadnd dalsi data. S tabulkou je svazdna hodnota N udavajici
aktualni pocet obsazenych pozic tabulky.

V algoritmu je pouzita hesovaci funkce h(K), kterd k zadanému klici K
udéva pocatetni index i do tabulky, od kterého zacind sekvenéni prohledavéni.
Piedpoklddejme, ze funkce h(K) rozdéluje hodnoty rovnomérné.

Algoritmus A

A1l hesovani
Vypoéti hodnotu A(K) a uloz jidoi (0 <i< M)

A2 porovnani
Jestlize KEY[i]= K, algoritmus kon¢i dspésné.
Jestlize je TABLE[i] prazdnd, jdi na krok A4.

A3 posun
Do ¢ ptitadime hodnotu ¢ — 1.
Pokud je nyni ¢ < 0, nastav ¢ = ¢ + M a pokracuj krokem A2

A4 vlozeni (nedspésné hleddni)
Pokud je N = M — 1, potom algoritmus konéi pretecenim.
Jinak nastav N = N + 1, ozna¢ TABLE[i] jako obsazenou a uloz kli¢ K
do KEY[i].



Tabulka s M adresami je schopna pojmout max. M —1 klicu. Tedy v tabulce
zbyvéa i pii maximédlnim naplnéni jedna polozka volna. Toho je vyuzito pro
zjednoduseni kroku 2 a 3, kde se nemusi hlidat pocet pruchodu celou tabulkou
a je zaruceno, ze se algoritmus A vzdy zastavi.

V praxi bylo ovéfeno, ze algoritmus A pracuje dobie do té doby, nez se
hodnota N zacne blizit celkovému poctu vSech adres v tabulce. Nejlepsiho
vykonu se dosahuje pii zaplnéni do 75% (a = % ... load factor).

Dtuvodem snizeni vykonu pfi vys$sim zaplnéni je stale castéjsi prohledavani
zaplnénych tdseku. Nasledujici piiklad demonstruje tuto vlastnost algoritmu
(tabulka m& parametry M =19, N =9):

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18
XX XX X XXX X

Dalsi klic K bude vlozen na jednu z 10 volnych pozic v tabulce. Tyto
pozice vSak nejsou stejné pravdépodobné. Na pozici 8 bude umistén kli¢ pouze
v piipadé, ze h(K) = 8. Avsak napf. na pozici 11 bude umistén kl{¢ v pripadé,
ze 11 < h(K) < 15. Tedy pozice 11 bude pét krat pravdépodobnéjsi.

Mazani zaznamu

Pro tdplnost si ukazme jesté algoritmus na vypousténi klice z tabulky. Jak
si jisté kazdy uvédomi, nelze kli¢ z tabulky odstranit pouhym zménénim typu
policka TABLE[i] z obsazeného na prazdné. Pokud by totiz za timto polem
byla ulozena data, kterd méla byt zaheSovdna na jiz obsazené pole lezici pred
polem obsahujici mazany kli¢, byla by tato data — diky zpusobu hledani kli¢a
v algoritmu A — ztracena.

Odstranéni tohoto problému lze provést dvéma zpusoby. Pokud je operace
mazani pomérné Fidka, staci zavést novy typ policka v tabulce — smazdno —
a oznacit takto pole s odstranovanym klicem.

Zaroven je vSak tfeba poopravit i algoritmus A. Pokud je vkladdn (vy-
hleddvén) kli¢ K, je nutné povazovat smazand pole za pole obsazend a v piipadg,
ze je hledani neuspésné, staci vlozit kli¢ na prvni nalezené pole typu smazano.

Toto feseni ma vsak jisté nevyhody. Tabulka se kazdym vlozenim stéle vice
zapliuje, k uvolinovani vSak v podstaté nikdy nedochézi. Jednou obsazené pole
se uz navzdy bude pii vyhleddvani chovat jako pole obsazené.

Druhym feSenim je provadét soucasné s vymazanim klice i reorganizaci ta-
bulky. Ta trva sice déle nez jednoduché oznaceni pole za smazané, ale muze
vyrazné zkratit hledani v tabulce.



Algoritmus D

D1 uvoln&ni pole
Ozna¢ TABLE[i] jako prézdné a nastav j = i.

D2 dekrementace i
Nastav ¢ = ¢ — 1 a pokud je ¢ zdporné nastav ¢ = ¢ + M.

D3 oprava tabulky
Pokud je TABLE[i] prazdné, algoritmus konéi.
Jinak nastav r = h(KEY[i]) (puvodni hes. hodnota je nyni ulozena v r).
Pokud je i <7 < j nebo r < j < ¢ nebo j <4 < r jdi na krok D2.

D4 presun zdznamu
Nastav TABLE[j] = TABLE[i] a pokrac¢uj krokem D1.

Algoritmus D predpokldda na vstupu tabulku zkonstruovanou algoritmem A
a odstranuje z ni kli¢ z pozice i. Lze dokézat, ze tato dodateéna dprava nezhorsi
chovani algoritmu.

Analyza slozitosti netspésného pripadu vyhledani

Ke studiu algoritmu hesovani s linedrnim pfidavanim je tfeba zvolit spravny
pravdépodobnostni model. Jak uz bylo ukdzédno na piedchozim piikladu, nelze
predpoklddat, ze jsou vSechna pole tabulky pfi vyhleddvéni (vklddéni) stejné
pravdépodobna.

Zvolime tedy pravdépodobnostni model takovy, ve kterém budeme predpo-
kladat, ze kazda z M™N moznych hesovacich posloupnosti

ai as ... an, OSGj<M (1)

je stejné pravdépodobnd. Prvek a; oznacuje poc¢atecni adresu do tabulky, kterd
byla vypocitana funkei h(K;) pii vklddani jtého klice.

Prumérny pocet testu potiebnych pii vkladéni (N + 1)niho klice do ta-
bulky (za pfedpokladu, Ze jsou vSechny hesovaci posloupnosti (1) stejné pravde-
podobné), budeme oznacovat C;. Je to prumérny pocet testu potfebny pii
neuspésném vyhledédni, na jehoz zacdtku bylo v tabulce N zdznamu.

Oznacme f(M, N) pocet hesovacich posloupnosti (1), které ponechédvaji v ta-
bulce velikosti M po vlozeni N zaznamu pozici 0 prazdnou. Diky cyklické
symetrii linearniho testovani v algoritmu A je pole 0 stejné casto prazdné jako
jakékoliv jind pozice.

ror ) = (1 57w )



Oznacme g(M, N, k) pocet hesovacich posloupnost{ (1), pro které algorit-
mus A ponechava v tabulce velikosti M po vlozeni N zaznamu pozici 0 prazd-
nou, pozici 1 az k obsazenou a pozici k + 1 prazdnou (zbylych N — k zdznamu
je libovolné uloZeno na pozicich (k +2) — (M — 1)). Tedy

g(M, N, k) = G\Df(kﬂ,k) FOM—k—1,N—F) (3)

Nakonec si jesté oznaéme Py pravdépodobnost, ze pii vklddani (N + 1)niho
klice do tabulky velikosti M bude potieba presné k + 1 testu. Tedy
MN

P, = (4)

Prumeérny pocet testu potfebnych pti vkladani (N + 1)nfho klice do tabulky
potom bude vyjadien vztahem

N

Cyn =Y (k+1)P (5)

k=0

Dosazenim vyrazu (4) do rovnice (5) a vyndsobenim obou stran rovnosti
vyrazem MY dostavdme

N
MNCy = (k+1)(g(M,N,k) + g(M,N,k+1)+ -+ g(M,N,N))

k=0
N (k2
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—2<Z(k+l (M,N,k)+ > (k+1)% MNk)> (6)

k=0 k=0

Pozndmka: obdobnd tprava, ktera byla pouzita pti prechodu mezi 1. a 2. Fad-
kem rovnosti (6), je podrobnéji naznacena ve vyrazu (7).

Vsimnéme si nejprve prvni sumy ve vyrazu (6)

N
Z(k + 1)g(M,N,k) = [ sou¢in v sumé a sumu rozepisme do sloupct |
k=0

+ g(M,N,N)
N
k=0



N
= MN Z P,
k=0
= MY (7)

Jeste nez se zaméiime na druhou sumu ve vyrazu (6), pfipravme si nékolik
uziteénych vztahu a tvrzeni, které se ndm budou pozdéji hodit.

Nejprve si dosazenim vztahu (2) upravme vyraz (3):

g(M,N, k) = (J\JD (1 - kf_l> (k+1)F (1 - MN__kljl) (M —k—1)N=F
= (Z) (k+1) M —k—DN"* (M - N —1) (8)

Pro dalsi vypocet budeme téz potiebovat nasledujici tvrzeni, které si zde
ovSem nebudeme dokazovat. [Dukaz 1ze nalézt napf. v knize J. Riordan: Com-
binatorial Identities (New York: Wiley, 1968), str. 18-23.]

Tvrzeni 1 Nechi je funkce s(n,z,y) tvaru

st =3 () @ B - 0 )
k
k>0
Potom lze funkci vyjadrit rekurentnim vztahem ve tvaru
s(nyzyy) =z(z+y)" +ns(n—1L,z+ 1,y —1) (9)

O

Jako posledni pomocny vztah si ozna¢me

o= )+ ()5 ()25

72 r+k\NN-1 N-k+1 (10)
N kK JM M M
k>0
Vsimnéme si, ze plati
k
N’“—<2>N’“1§N(N—1)~~-(N—k+1)§N’“ (11)



a odhadnéme (10) pro r = 1 za pomoci nerovnosti (11) a load factoru o« = N/M
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Nyni jiz médme pripravena vSechna pomocnd tvrzeni a znaceni a muzeme se
koneéné zaméfit na dopoéitdni vztahu pro CY. Dosadime (8) do 2. sumy ve
vztahu (6).

N
(k + 1)? g(M, N, k)
k=0

(k+1) ( )(k+ DFYYM -k - 1D)N Y M - N - 1)

= &MZ

(Z) (k+ D" (M —k—D)N "M -N-1) (13)

=
Il

0

Vsimnéme si ale, ze vyraz (13) je vyjadienim funce s(n, z,y) pro parametry
N,1, M — 1. Toho vyuzijeme a na (13) aplikujeme vysledek (9) z tvrzen{ 1:

N
> (k+1)°g(M,N,k) = s(N,1,M — 1)
k=0

= MN + N(s(N —1,2,M —2))
=MN 4+ NEMY '+ (N -1)(BMN 2+ .)
= MN 4 2NMN"L L 3N(N - 1)MN 2 4.

N _N(N-1)
_ N

= MNQ. (M, N) (14)

Tedy pokud dosadime do vyrazu (6) vysledky (7) a (14) dostavame zdkladni
vztah pro Cl

N N
MNCﬁ\,;(Z(Jrl (M,N,k)+ > (k+1)% MNk))
k=0 k=0

(MN +MNQ1(M’N))

N =



= MN%(l + Q1(M,N))

Chy = 3 (1+Qi(M,N) (15)

Konecné, pokud ve vztahu (15) pouzijeme odhadu (12) zalozeném na faktoru
naplnéni o« = N/M, dostdvdme vztah pro otekdvany pocet testi potfebnych
v neuspésném piipadé vyhledavani v tabulce velikosti M pii IV ulozenych kli¢ich:

i~ (1+(25))

%



