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Vkládáńı a vyhledáváńı záznamů

Algoritmus hešováńı s lineárńım přidáváńım pracuje s hešovaćı funkćı h a
tabulku s M adresovatelými pozicemi. Při př́ıstupu do tabulky (vkládáńı, vy-
hledáváńı, mazáńı kĺıče) nejprve použije hešovaćı funkci k určeńı počátečńıho
indexu, na kterém by se daný kĺıč mohl nacházet a v př́ıpadě neúspěchu začne
tabulkou cyklicky procházet ve snaze nalézt zadaný kĺıč na ostatńıch pozićıch.

Ćılem tohoto referátu je odhadnout pr̊uměrný počet test̊u (př́ıstup̊u do ta-
bulky) potřebných v neúspěšném př́ıpadě vyhledáváńı zadaného kĺıče K.

Předpoklady

Jednotlivé položky tabulky budeme značit TABLE[i], pro 0 ≤ i < M , a
budou dvoj́ıho typu — prázdné a obsazené. Obsazené položky tabulky obsahuj́ı
kĺıč KEY[i] a př́ıpadná daľśı data. S tabulkou je svázána hodnota N udávaj́ıćı
aktuálńı počet obsazených pozic tabulky.

V algoritmu je použita hešovaćı funkce h(K), která k zadanému kĺıči K
udává počátečńı index i do tabulky, od kterého zač́ıná sekvenčńı prohledáváńı.
Předpokládejme, že funkce h(K) rozděluje hodnoty rovnoměrně.

Algoritmus A

A1 hešovánı́
Vypočti hodnotu h(K) a ulož ji do i (0 ≤ i < M)

A2 porovnánı́
Jestliže KEY[i]= K, algoritmus konč́ı úspěšně.
Jestliže je TABLE[i] prázdná, jdi na krok A4.

A3 posun
Do i přǐrad́ıme hodnotu i− 1.
Pokud je nyńı i < 0, nastav i = i + M a pokračuj krokem A2

A4 vloženı́ (neúspěšné hledáńı)
Pokud je N = M − 1, potom algoritmus konč́ı přetečeńım.
Jinak nastav N = N + 1, označ TABLE[i] jako obsazenou a ulož kĺıč K
do KEY[i].
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Tabulka s M adresami je schopná pojmout max. M−1 kĺıč̊u. Tedy v tabulce
zbývá i při maximálńım naplněńı jedna položka volná. Toho je využito pro
zjednodušeńı kroku 2 a 3, kde se nemuśı hĺıdat počet pr̊uchod̊u celou tabulkou
a je zaručeno, že se algoritmus A vždy zastav́ı.

V praxi bylo ověřeno, že algoritmus A pracuje dobře do té doby, než se
hodnota N začne bĺıžit celkovému počtu všech adres v tabulce. Nejlepš́ıho
výkonu se dosahuje při zaplněńı do 75% (α = N

M . . . load factor).

Důvodem sńıžeńı výkonu při vyšš́ım zaplněńı je stále častěǰśı prohledáváńı
zaplněných úsek̊u. Následuj́ıćı př́ıklad demonstruje tuto vlastnost algoritmu
(tabulka má parametry M = 19, N = 9):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

X X X X X X X X X

Daľśı kĺıč K bude vložen na jednu z 10 volných pozic v tabulce. Tyto
pozice však nejsou stejně pravděpodobné. Na pozici 8 bude umı́stěn kĺıč pouze
v př́ıpadě, že h(K) = 8. Avšak např. na pozici 11 bude umı́stěn kĺıč v př́ıpadě,
že 11 ≤ h(K) ≤ 15. Tedy pozice 11 bude pět krát pravděpodobněǰśı.

Mazáńı záznamů

Pro úplnost si ukažme ještě algoritmus na vypouštěńı kĺıče z tabulky. Jak
si jistě každý uvědomı́, nelze kĺıč z tabulky odstranit pouhým změněńım typu
poĺıčka TABLE[i] z obsazeného na prázdné. Pokud by totiž za t́ımto polem
byla uložena data, která měla být zahešována na již obsazené pole lež́ıćı před
polem obsahuj́ıćı mazaný kĺıč, byla by tato data — d́ıky zp̊usobu hledáńı kĺıč̊u
v algoritmu A — ztracena.

Odstraněńı tohoto problému lze provést dvěma zp̊usoby. Pokud je operace
mazáńı poměrně ř́ıdká, stač́ı zavést nový typ poĺıčka v tabulce — smazáno —
a označit takto pole s odstraňovaným kĺıčem.

Zároveň je však třeba poopravit i algoritmus A. Pokud je vkládán (vy-
hledáván) kĺıč K, je nutné považovat smazaná pole za pole obsazená a v př́ıpadě,
že je hledáńı neúspěšné, stač́ı vložit kĺıč na prvńı nalezené pole typu smazáno.

Toto řešeńı má však jisté nevýhody. Tabulka se každým vložeńım stále v́ıce
zaplňuje, k uvolňováńı však v podstatě nikdy nedocháźı. Jednou obsazené pole
se už navždy bude při vyhledáváńı chovat jako pole obsazené.

Druhým řešeńım je provádět současně s vymazáńım kĺıče i reorganizaci ta-
bulky. Ta trvá sice déle než jednoduché označeńı pole za smazané, ale může
výrazně zkrátit hledáńı v tabulce.
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Algoritmus D

D1 uvolněnı́ pole
Označ TABLE[i] jako prázdné a nastav j = i.

D2 dekrementace i
Nastav i = i− 1 a pokud je i záporné nastav i = i + M .

D3 oprava tabulky
Pokud je TABLE[i] prázdné, algoritmus konč́ı.
Jinak nastav r = h(KEY[i]) (p̊uvodńı heš. hodnota je nyńı uložena v r).
Pokud je i ≤ r < j nebo r < j < i nebo j < i ≤ r jdi na krok D2.

D4 přesun záznamu
Nastav TABLE[j] = TABLE[i] a pokračuj krokem D1.

Algoritmus D předpokládá na vstupu tabulku zkonstruovanou algoritmem A
a odstraňuje z ńı kĺıč z pozice i. Lze dokázat, že tato dodatečná úprava nezhorš́ı
chováńı algoritmu.

Analýza složitosti neúspěšného př́ıpadu vyhledáńı

Ke studiu algoritmu hešováńı s lineárńım přidáváńım je třeba zvolit správný
pravděpodobnostńı model. Jak už bylo ukázáno na předchoźım př́ıkladu, nelze
předpokládat, že jsou všechna pole tabulky při vyhledáváńı (vkládáńı) stejně
pravděpodobná.

Zvoĺıme tedy pravděpodobnostńı model takový, ve kterém budeme předpo-
kládat, že každá z MN možných hešovaćıch posloupnost́ı

a1 a2 . . . aN , 0 ≤ aj < M (1)

je stejně pravděpodobná. Prvek aj označuje počátečńı adresu do tabulky, která
byla vypoč́ıtána funkćı h(Kj) při vkládáńı jtého kĺıče.

Pr̊uměrný počet test̊u potřebných při vkládáńı (N + 1)ńıho kĺıče do ta-
bulky (za předpokladu, že jsou všechny hešovaćı posloupnosti (1) stejně pravdě-
podobné), budeme označovat C ′

N . Je to pr̊uměrný počet test̊u potřebný při
neúspěšném vyhledáńı, na jehož začátku bylo v tabulce N záznamů.

Označme f(M,N) počet hešovaćıch posloupnost́ı (1), které ponechávaj́ı v ta-
bulce velikosti M po vložeńı N záznamů pozici 0 prázdnou. Dı́ky cyklické
symetrii lineárńıho testováńı v algoritmu A je pole 0 stejně často prázdné jako
jakákoliv jiná pozice.

f(M,N) =
(

1− N

M

)
MN (2)
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Označme g(M,N, k) počet hešovaćıch posloupnost́ı (1), pro které algorit-
mus A ponechává v tabulce velikosti M po vložeńı N záznamů pozici 0 prázd-
nou, pozici 1 až k obsazenou a pozici k + 1 prázdnou (zbylých N − k záznamů
je libovolně uloženo na pozićıch (k + 2) – (M − 1)). Tedy

g(M,N, k) =
(

N

M

)
f(k + 1, k) f(M − k − 1, N − k) (3)

Nakonec si ještě označme Pk pravděpodobnost, že při vkládáńı (N + 1)ńıho
kĺıče do tabulky velikosti M bude potřeba přesně k + 1 test̊u. Tedy

Pk =
g(M,N, k) + g(M,N, k + 1) + · · ·+ g(M,N,N)

MN
(4)

Pr̊uměrný počet test̊u potřebných při vkládáńı (N +1)ńıho kĺıče do tabulky
potom bude vyjádřen vztahem

C ′
N =

N∑
k=0

(k + 1)Pk (5)

Dosazeńım výrazu (4) do rovnice (5) a vynásobeńım obou stran rovnosti
výrazem MN dostáváme

MNC ′
N =

N∑
k=0

(k + 1)
(
g(M,N, k) + g(M,N, k + 1) + · · ·+ g(M,N,N)

)
=

N∑
k=0

(
k + 2

2

)
g(M,N, k)

=
1
2

(
N∑

k=0

(k + 1)g(M,N, k) +
N∑

k=0

(k + 1)2g(M,N, k)

)
(6)

Poznámka: obdobná úprava, která byla použita při přechodu mezi 1. a 2. řád-
kem rovnosti (6), je podrobněji naznačena ve výrazu (7).

Všimněme si nejprve prvńı sumy ve výrazu (6)

N∑
k=0

(k + 1)g(M,N, k) = [ součin v sumě a sumu rozepǐsme do sloupc̊u ]

= g(M,N, 0) + g(M,N, 1) + · · · + g(M,N,N)
+ g(M,N, 1) + · · · + g(M,N,N)

. . .
+ g(M,N,N)

=
N∑

k=0

g(M,N, k) + g(M,N, k + 1) + · · ·+ g(M,N,N)
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= MN
N∑

k=0

g(M,N, k) + · · ·+ g(M,N,N)
MN

= MN
N∑

k=0

Pk

= MN (7)

Ješte než se zaměř́ıme na druhou sumu ve výrazu (6), připravme si několik
užitečných vztah̊u a tvrzeńı, které se nám budou později hodit.

Nejprve si dosazeńım vztahu (2) upravme výraz (3):

g(M,N, k) =
(

N

M

)(
1− k

k + 1

)
(k + 1)k

(
1− N − k

M − k − 1

)
(M − k − 1)N−k

=
(

N

M

)
(k + 1)k−1(M − k − 1)N−k−1(M −N − 1) (8)

Pro daľśı výpočet budeme též potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı, které si zde
ovšem nebudeme dokazovat. [Důkaz lze nalézt např. v knize J. Riordan: Com-
binatorial Identities (New York: Wiley, 1968), str. 18–23.]

Tvrzeńı 1 Nechť je funkce s(n, x, y) tvaru

s(n, x, y) =
∑
k≥0

(
n

k

)
(x + k)k+1(y − k)n−k−1(y − n)

Potom lze funkci vyjádřit rekurentńım vztahem ve tvaru

s(n, x, y) = x(x + y)n + ns(n− 1, x + 1, y − 1) (9)

2

Jako posledńı pomocný vztah si označme

Qr(M,N) =
(

r

0

)
+
(

r + 1
1

)
N

M
+
(

r + 2
2

)
N(N − 1)

M2
+ · · ·

=
∑
k≥0

(
r + k

k

)
N

M

N − 1
M

· · · N − k + 1
M

(10)

Všimněme si, že plat́ı

Nk −
(

k

2

)
Nk−1 ≤ N(N − 1) · · · (N − k + 1) ≤ Nk (11)
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a odhadněme (10) pro r = 1 za pomoci nerovnost́ı (11) a load factoru α = N/M∑
k≥0

(
k + 1

k

)(
Nk −

(
k

2

)
Nk−1

)
≤ Q1(M,N) ≤

∑
k≥0

(
k + 1

k

)
Nk

Mk

∑
k≥0

(
k + 1

k

)
αk − α

M

∑
k≥0

(
k + 1

k

)(
k

2

)
αk−2 ≤ Q1(M,αM) ≤

∑
k≥0

(
k + 1

k

)
αk

1
(1− α)2

− 1
M

(
3
2

)
α

(1− α)4
≤ Q1(M,N) ≤ 1

(1− α)2
(12)

Nyńı již máme připravena všechna pomocná tvrzeńı a značeńı a můžeme se
konečně zaměřit na dopoč́ıtáńı vztahu pro C ′

N . Dosad́ıme (8) do 2. sumy ve
vztahu (6).

N∑
k=0

(k + 1)2 g(M,N, k)

=
N∑

k=0

(k + 1)2
(

N

M

)
(k + 1)k−1(M − k − 1)N−k−1(M −N − 1)

=
N∑

k=0

(
N

M

)
(k + 1)k+1(M − k − 1)N−k−1(M −N − 1) (13)

Všimněme si ale, že výraz (13) je vyjádřeńım funce s(n, x, y) pro parametry
N, 1,M − 1. Toho využijeme a na (13) aplikujeme výsledek (9) z tvrzeńı 1:

N∑
k=0

(k + 1)2g(M,N, k) = s(N, 1,M − 1)

= MN + N
(
s(N − 1, 2,M − 2)

)
= MN + N

(
2MN−1 + (N − 1)(3MN−2 + . . .)

)
= MN + 2NMN−1 + 3N(N − 1)MN−2 + . . .

= MN

(
1 + 2

N

M
+ 3

N(N − 1)
M2

+ . . .

)
= MNQ1(M,N) (14)

Tedy pokud dosad́ıme do výrazu (6) výsledky (7) a (14) dostáváme základńı
vztah pro C ′

N

MNC ′
N =

1
2

(
N∑

k=0

(k + 1)g(M,N, k) +
N∑

k=0

(k + 1)2g(M,N, k)

)

=
1
2
(
MN + MNQ1(M,N)

)
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= MN 1
2
(
1 + Q1(M,N)

)
C ′

N =
1
2
(
1 + Q1(M,N)

)
(15)

Konečně, pokud ve vztahu (15) použijeme odhadu (12) založeném na faktoru
naplněńı α = N/M , dostáváme vztah pro očekávaný počet test̊u potřebných
v neúspěšném př́ıpadě vyhledáváńı v tabulce velikosti M při N uložených kĺıč́ıch:

C ′
N ≈ 1

2

(
1 +

(
1

1− α

)2
)
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